
SPECTRAL THEOREM

ER
"

Let d. a set
,
-2
,

5- algebre of subsets
d- I

Def A projection - vched measure ( PVM) is a mep

E : Ia → LIH) s.li
.

i ) EIM) is orthog - projection ¥ M c- Ia

Ii ) Ell) = A-
,

E (d) = 0

Iii) E is
"

countably athitiue "
i. e .

E / È Rm) = È Elam)
nel

( Rm)
»,

c- Is with Inn In = ditmar

RI " = " in He strong toplgy : fa : È
,

Elam) se "→E(urina

( v) Elda ndr) = Elan) Ella ) t lulz c-Za

Lemmy E : E
,
→ Youth -

prog } is PVM

①
1) Elli = #

2) La → R , M → < Emma)

IS a measure Fret

pret : exercise !



Lottie We tende by Let'A) se .se) the

Measure [a→ IR , Mrs <Elmslie)

KEYEXAMPUE-heta-afac-fltDI.am
Define via Borel F- Fini : = ) o ottenne

EAIM) : = IIM (A)

i. e .

settima, a) = / A-mai data, the

on ÷
sputrel mecha
of A

d- caput intend : J Zola)

hennè E:* [È → LIH) is
a PUM

prof li ) ÉÌM) is an ottagona projection

Ii ) EF ] ) = TI

< ÉTJ) xp) = | 1J, dati, =/ YÌ
HA) HA)

= < my> rtniy

Ello) eo : trivial



Iii) EA cont . additive: we the (d)a>, pairm.se
disgomts : and want to show Hat

EFI an) = him È Étsem) in the strong
nel Naso ma'

topology

(A) faNotice Het II.[ ama) =
him A-

Nam
me

Nto ¥ ,In 1 #Iiii 1 E 1 KN
A c- J

By pop . of Borel funct cele : feat

Ìl #iii. a) •
-1% È / # %.ir. ) se

il
11

EternaÉTÙ emise = È eterna ma

nel

p
nel

< ÉTIÙ Rm ) seis) = / Egan di:p =p! > ( Ù .ru)

( In paìmse
↳points ) = È NÉ, lei = { [ Éatklsayy

e) Etes) Ester) = Élite, ) È / a-ad
= § fare . #a)
= § / Erina) = Etere

a



Demay :(1) <Etna ,
se> = / Anni DI =/ tua
Mota)

= NIIMI
M → < EFM) and is the spectral neave of A!
In particular
< ÉÌM) sera> = < EFM) Écmi sera> = IIEÌMSEIÌ Io

(2) From fine . Cole .

< Ase
, se> =/ A Lyte = | A dittatura fa

HAI GIA)

In weak scuse : A
"
=

" / I deca)
dal

goal : Define the spectral integral / A dea)
whee E is a p . " M and

poe Het we can

write any op
A ( bla

, selfodsomt ) g

A = / A deca)



{pectnl Integral

(a, -2s)
↳ set ↳ Bad ← algebra

/
E arbitrey pum

croati Use the pum to gnstmet Operators via
Integration :

Il f) ÷ / flt) dek)
e

fa my
reasonable function f-

which function?

③b (I /Za) = { brontola Ia - meeemaehk fonetòns
on I

, Ifla :-c sup Ifttt
<§

ter

Bs ( di -2s) = | Simple fondere of Bill,Ea}

=/ È cr A-
µ
,

la sone ca c- ¢
2=1 Ma c- -2

, panini}tisgoint

It f- c- Bs , define

Il f) ÷ È crelmr)
2=1



Next step : fa gened f c- Bs , define

Lafltdeit) := him III fu)
n-soo

fa a sequence of setup fructus ( fin appnoximettyf

tenne A ILHA E 11711
,

¥ f- c-Bs
LIH)

pref lat f- li = È cr #male)
2=1

since He sets Ms
, .

.

.
Ma c- Ie ore

pairnise disyoints :

E ( Me) El Mr ) = E ( Men Mr) = o te -42

Han

Il #It) all' = Il Èer Elma) se /[ =
2=1

= < ([ te Elmet) (E crema)) se, se>

= < § I Eme)) (§ crema) ) se, a)

= § Ice < Eme) Enda
, a)

t.IM la l -1

= E 1cal
"

< Elmata , a>



= § Ieri il Elm» all
?

2

E § Afta detrarli
?

elminti

papà 11 ? E'Mrlrll
?

E dette il ECÈ ridalle

= Italia nella

→ Il IIIFIHG , E della
•

Conseguente ag Bs is dense m ( Bb , il tir)
ti fa B, we con dose e

seg µ ,
EBS

with fn → f in ll Mr

→ µ µ, is a candy seg in 11 41

↳ Il IHD - Itfmll È Il # Ifn- full )
± Il fn - finita LÌ

↳ ( Il
a

Candy segm LIH)
,
we put

Itf) e II. Il link !!



EXILLES : 1) Cheek G)

a) ITL-1 ton not depende on the oppoximetiy
sequence .

Notato ! IIIFI = { fa) deca)
Pry ( properties of I )

II : Bold
, -2s) → IIH)

f - Elf) - {fadden
fulfills :

(1) algebraic a- homeomrphvsm :

II/ aftpg) = a Elf ) t.pt/g)
Ils) -III( fg) = A- It)#Ig)

I / F) = I / f)
*

µ
plantation of
the mare

(2) < Fitta
, y ) = fatta dettata,» «Ewan>



(3) Il Iatali = { lflhl
'

scenda
.»

4) NIHIL
#µ,

e il file

(5)
µ ,
E Ball, Er) st. fu → f point

| tende EM tn

then III fase → Ilf)se te ne H

prof pone Ile properties ha Simple fumatene
(ecsy) ,

se tenne to extend He properties
£ ahntnay ponetene in Bas

.

For example ,
la Simple fendono :

a)Il fg) = Illa IIs)

f- = En ar ttmr , g = § bs #
Ns

→ fg = ? aabs tratta, e § arbs terra,

vs Il fg) = je aabs E ( Ma a Ns )

properties of =/? ar E cmd) (§ bs END)
PVM

= EH) I



a) Il Ilha È = SHIAR d'etanolo µ → <eroina>

f- = E ar #
ma i then

ll II /f) ad
"

= -2 Iaaf letterati
?

= E tarla < ECM) se, a)

= | I flap datata, a>

EXERCISE : Complete the prof

Thy ( SPECTRAL THEOREM FOR BOUNDED

SELFADJOINT OPERATORS )

Affitti, A- A
'

. Lat ] = Caid c- IR et Izola)

Then ] ! PVM E
'

on ( J
,
E
] ) st

↳ Baelor algebre of 7

A = | A LENA)
J

Moreau ti f- c- ③ • ( J) ove ↳

fa) = |
,

fla) LENA)

defend we Bad fine. cela .



Rem A caput : A = E Ai Pai

Prady existence Use Bad fune .
ale

. b-

tofu EAIM) :- § ( Atm ) is a P.v.im .

Use it b- aonstmet I : B, / J, -2])→ GIÀ

f- Ill)

E I (1) = A
,
Han together with the

prop
of

proposition , it is a Baal funct calceus for A

⇐ (A) se
, y )
È | 1 drenata.si = / 1 dyfe.gr

Àncora coincide !

[ntinwus ) = < Arisfunctional
ealahg

But Borel Lumet alche is unique ! Henie

Il f) = Ò / f) v-fc-B.is

umiqueness-lett-beanothap.vn so tbt

A-= ↳ A LFCA)

Agon Use F £ constnet II : Bd) → LIH)

Bond
Itis a ✓ fine. aldus ⇒ Il f) = § (f) ff

→ ÉIM) = ÒI #
µ
) ¥-114) = FIM) FM

•%



APPLICATIONS OF SPECRTALTHEOREM

(1) CHARATCTERIZAZION OF SPECTRUM AELCH)
,
A-at

of = { A eigenvehea : ha /A- A) -1-0}

E = { A : Keita ) = o & hula-A) dense}

or = {
" " incartati} =p

Pgp (i) f. c- HA) ⇐ te» : E / Ao - E / dote) =/ 0

(ii ) A. c- GIA) ⇐ E / { 103) ¥0
ha LA -%) = 1m E ( ho})

ltxett

Liii) Leonela ) E) beota) diretta - e
,
Ate)a

§ a-0gola)

Red e :( J
,
E
] ) → Lite)

a_ Ele) I

prozeet-Rem_@ECM7-_o--DMselM--4ElMseiH--o-syaissnp.powted
in Me

⑥ f- c- In ECM) <⇒ Mf - LEG) f, f- S

Supported in M



¥ A neesureble set

=D µ (A) = < ELA) f)f) = < Ela) EMI ff, f)

= < ELAM) f) f) =µ Anm)

⇒ 1- = Etf =

EEII.GE?j--+-..HE(JiM)f//&--4E(JiM)f
,
El > im ) f)

= 4 ECJIM) f, f) =puf
( 31M) = 0

⇒ f = ECMIF

pdoufpropoak.nufull =/e) By Weyl botola) ⇐ ] (f)
"" ( pp-b) full →o

=D) B-C
. I Eso : el ho- E, d.+E) = 0

( in part - tre ott
, µ is sypote-doutshetdo-GA.ie)

tale Weyl seg : 11¢ - A.) full
"

= | / A- ho/
2
dcecaifn , fu>

HA)

7 E
'

/ dceaifn.tn> = E ygfq.at >e) = E
' lenti

"

= è
-

, ¥'A
-Hye Mfn Supported in H-Hye

⇒ + n : El Io -£ , A. +f) f- o ,
so 3- fn c- 1m EHI, 1¥)

HA - A.) full
'

= | la - Ad " KEHLANI E fa |d«Y⇒
g- sopportati" fa -Little) llfntl

'



(a) ⇒) tale f : Af = Aof

CLAIM-i.tk compact ,
K C J - ha} ,

me home

A- (E) = o

lnbed lat distlk
, b) = Se so ,

then

• = Il @ -b) f-È = | la-10T da ⇒ / la- Adrdyt
GIA)

VI

> SÌ alte)

→ /+ (
Ji 1103 ) = sup

& KC Jyg,
Mf ( K)

= o

ut inver regular
have by the orthogonal decomposte
f- = E 171403) f- + Elliott
we home Helsinki) f- 112 = Nfl Jihad) =D

→ f- = E/ LASH

⇒☒ f- c- Inetta) ,
f- =

ELIMINA
- a.) ti =/ 'a-ai :j!Y¥→,

- °

Iii) A. £ secca) ⇐ A.c- oca) al jer, (a) (
nonesitd)Spectrum

⇒ E» : /
E / Ao - E

,
dote) ¥0

E / { A}) -o
letto- Esaote) xD Iperveloce)

⇐> Halim Elba, dota) a = Ella} /se -0
della.DK/2--Nse(¥) E-70



2) STABIUTY of SPECTRUM

cfiven Te FIH) ,
F-Tt
,

assone we know eoeything
about Htt

.

Now the VELHA
,
Vert and TTV

Q : attui ?

At this level nothg : si = It $

What about V ↳

"snell
"

perturbatori

→ V e LIH)
,
14 = E « htt

→ V compact operator ,
( not snell in nomi

)

in botti ceses thee are sane pants of the spectrum
are stable onde perturbatore .

We not a siffaat teconp . of Spectrum

stdisect) =/ A Edt) : A ,
isolatelo eigenvehe of

discrete specfmm
finite multiple .at, }

Ci) acanmldùn point
Tess It) = Tft) i tagli) efferati li) isoletta equa

with a milf . }

- =
Nt)

FÀ × = agenda
in- iha.ca F)
tweet ) Tess It)

stessa) is stable onde caput pentola .



Thin ( Weyl 's criterion ) H ↳equivalente) 1. e TessCt)

a
µ,
CH

, fllfnllei ,
il Ifnll →o

fa 5 o

Iii ) teso : fan line ( A. - e, dote ) e +0

prode 4) ⇒ Iii) D 1
. www.ofaomlt ⇒ battito) ha adimv

a) Io ace point in ott)
,
→ the fanta ENTI, In → to

Chase (En) EIR , Enzo
and ¥ (An - En

,
tout En) one

motvdly tisyoints . Tale fu ← In Elam - En, Anton)

show Het /
tn io l tndfm men )
(T -A.) fn → o 1 simile to preùus prop)

⇒ Cit) By Cant
.
Isso ; dm In Etno -E

,
dote) atto

El 1. -E , dote ) bd fin . raga op → it is caput
Elk - E

, hotel fu -30

Il f- A.) tutt' = ! la - Ad
'

datata , fu) 3

> t.a.is: " " ! È"" "

= E
'

{ - EI

- cinema .
;"Ù !!:*

'

Il Etno -E
,
hotelfull

?

1 ETA. -E , ATE ) falla
li -

i l
°

> %, so 1



Ì
in

⇒ (i) Bc. ho ertsisc ( t) , i. e . Io isolatela vigenti of
fin wnlt .

→ 3g so : ella -7,6)) = EH , 1.tn) = o
- -

no Spectrum no speetnn

ERA. - q , botq) ) = Ella -1 , Ad) techno) tetto, nord)
÷

<o fin dimop ⇒

6
•

We can

prove
that essential spectrum is stable outer

carpet perturbato .

The (Weyl) TEIIHI , tetto , Vat conpeet .

Tess IT) = Tess ( Itv )

prof da c- stesso) . By Weyl 3 Hd
,
Weyl seg ,

tu io

Itttv - A) full E III - 1.) full + Il vfnll →o

-
-

ci fu io
o i caput

vs
µ ,

Weyl sg la
Ttv

, fu > o

no 1. E tesscttv)
•

Reina We not see . Tess 8taschecretine of the spectrum in tassa) mzhtdge
stessa) with no agenda
•esslt) pure point ( teme set of geniche)

Exeter : example ?



MI risali) Not stable outer carpet put
you can cult on destroy ujevvches .

EI ti = ELM)
,
T = cosa

viveSI 1- f- cosa) # { ulx) / 1- f- cosa
↳ +0

JCT) = [ -1 , i]
molti

_ v1 ? (TN ) [D= cosa + 811- f-cos-DEJH-j-ydx-cos-tf-cosx-f.sn
uh = 1 eigen . with 8 egenuches

consta non Ve fltt)
,

IVY
gu,

E « ITL1

Exene : Tess not stable inter bd
.
sull put

EXAMPLE?
to say saelhy about seaisccttv) ne ved

Prof 1- c- IIH) ,
F- Tt

.
Letti c- ¢ closed path

with T E gct) . their

Eltinrti) = - ¥
,
§ (T- 2-Ìdz
p

Re § (T -z )
"

dz = | f- viti )
"

'

slltdt with

t
silt) a panentnizaton d- 1? [" ☐ the lost Integral is b-

be intended as limit in LIH) of Riemann sumus :

him II, F- V12 ) )
"

Il La
prof

""

Fa zen
, zeloti) . Thus gala) =È EMMA)



⇒ (T- z )
"

= gzlt) = § ÷ deca) ( sp. theon)

→ -¥. § 4--2-5
'
da
= - ÷ § ( § È dead ) da

p
ti J

'

= | I -1£ . } 4) detti

J-fjTF-mteorofpottum.se
= / OIIIRNÌ) deh = El Ì n set) )

↳ we know Ein) -1-0 iff Mare)#¢
J

•

In particular if ott) = Ti v62 ,
sensa =p

and T enchoses 61
,
me home

Elon = - ÷. § (T - Z)
"

dz

Ti

c-
Insect)

thm Tetto ,
TELIH)

,
ho www. of molt 1 .

tale V =P
, Han Ha suff Snell ,

Tt EV ↳

evgemv. de chose k Io
.

prof the T holding Io
. E?⃝m

Fiat ne pone Het fa e alt snell
,
P E f ( Ttev)

Use Neumann Serres : ( exercise )



Non eonstnet Pe [ = -1g. § (Ttev - z )
"

dz
M

Pe is an orthogod posecton :

We wmt lo
pone Het Pe ao and dim Impe =L

Lin E I set) insite F) = 1 → thee is agenda of tte✓

% - Po = - ÷ ffti-ev.TT
'

_ (t -ri) do
p

= ¥ §
Kiev -8 )

"

ev it- D
"

dy

↳ resohent Identità : (A - v )
"

_ (B - si
-'

=

= (A-N' 43 -A) 43-85
'

→ tipe -171
,µ,

E § 1- EHI 1- Lo

p
distolta ) distintisi)

e 1NE" j-oa.pe «1

List / octtev), n)

→ dim In Pa = dvm In % =L

by the following tenue .

Lemme P, e projectors .

lf Il P- e Il < 1

=D Jim 1mF = Lin In Q

prof B.c. Ln IMP > 1in In Q
.

Then Info

with u = Pm
,

il neo
.

then HE - Q In II - link §

I


